Montrer Que Si A2 Est Un Multiple De 3
Alors A Est Un Multiple De 3

Montrer Que Si A2 Est Un Multiple De 3 Alors A Est Un Multiple De 3

L'étude des multiples et des divisibilités est un pilier fondamental en mathématiques, notamment en
algeébre et en théorie des nombres. Parmi les notions clés, la relation entre un nombre et ses
puissances est souvent explorée pour établir des propriétés importantes. Dans cet article, nous
allons démontrer que si le carré d'un nombre A, c’est-a-dire A?, est un multiple de 3, alors le nombre
A lui-méme doit également étre un multiple de 3. Cette propriété est essentielle dans la
compréhension des divisibilités et intervient dans plusieurs domaines, tels que la simplification
d’équations, la résolution de probléemes mathématiques, et la preuve de théoremes importants.

Nous explorerons cette assertion étape par étape, en utilisant des principes fondamentaux de
divisibilité, des démonstrations par contraposée, ainsi que des exemples concrets pour illustrer la

démarche. L'objectif est de fournir une compréhension claire et approfondie de cette propriété, tout
en renforgant les concepts liés aux multiples et a la divisibilité par 3.

Introduction a la divisibilité par 3

Les bases de la divisibilité

Avant d’aborder la démonstration, il est crucial de rappeler ce qu’on entend par un nombre étant un
multiple d'un autre. Pour un entier A et un entier naturel n, on dit que A est un multiple de n si et
seulement si il existe un entier k tel que :

\[ A =n \times k \]

......

\[ 3 \mid A \quad \Longleftrightarrow \quad \exists k \in \mathbb{Z} \quad \text{tel que} \quad A =
3k \]

De plus, la divisibilité par 3 peut étre déterminée en utilisant la reste ou reste modulo 3. Pour tout
entier A, il existe un unique reste r dans {0, 1, 2} tel que :

\[ A \equiv r \pmod{3} \]
Si A est divisible par 3, alors :

\[ A\equiv 0 \pmod{3} \]



Propriétés de la divisibilité par 3

Quelques propriétés importantes concernant la divisibilité par 3 incluent :
- Si A est divisible par 3, alors toute puissance de A, comme A2, A3, etc., est aussi divisible par 3.
- La divisibilité par 3 peut étre testée en additionnant les chiffres de A (pour les nombres en base

10). Si la somme des chiffres est divisible par 3, alors A est divisible par 3.

Cependant, pour notre démonstration, nous allons utiliser une approche plus formelle, basée sur la
propriété des restes et la contraposée.

Enoncé du probléme et démarche de la preuve

L’énoncé est le suivant :

Si A? est un multiple de 3, alors A est un multiple de 3.

Ce type de déclaration est une implication, que 1’on peut symboliser ainsi :

\[ A”2 \equiv 0 \pmod{3} \quad \Rightarrow \quad A \equiv 0 \pmod{3} \]

Notre objectif est de prouver cette implication.

Pour cela, il est souvent plus simple de prouver la contraposée :

> Contraposée : Si A n’est pas un multiple de 3, alors A? n’est pas un multiple de 3.

En prouvant la contraposée, on établit la validité de 1’énoncé initial.

Preuve par contraposée

Etape 1 : Supposer que A n’est pas un multiple de 3

Supposons que A n’est pas divisible par 3. Alors, selon la définition des restes modulo 3, on a :
\[ A\equiv 1 \pmod{3} \quad \text{ou} \quad A \equiv 2 \pmod{3} \]

Cela signifie que le reste de la division de A par 3 est soit 1 soit 2.

Etape 2 : Calculer A2 modulo 3

Considérons chaque cas séparément :



- Si\( A\equiv 1 \pmod{3})), alors :

\[ A*2 \equiv 172 \equiv 1 \pmod {3} \]

- Si\( A\equiv 2 \pmod{3}), alors :

\[ A™2 \equiv 272 \equiv 4 \equiv 1 \pmod{3} \]
Dans les deux cas, nous voyons que :

\[ A*2 \equiv 1 \pmod{3} \]

Ce qui implique que A? n’est pas divisible par 3.

Conclusion de la contraposée

Nous avons donc montré que si A n’est pas un multiple de 3, alors A? n’est pas un multiple de 3. Par
conséquent, la contraposée est vraie.

En utilisant la logique formelle, cela implique que I'implication initiale est également vraie :

> Si A? est divisible par 3, alors A est divisible par 3.

Exemples illustrant la propriéte

Pour renforcer la compréhension, voici quelques exemples concrets.

Exemple 1: A =3

-\( A = 3)) est divisible par 3.
-\(A™2 =9)), qui est aussi divisible par 3.
- La propriété est vérifiée.

Exemple 2: A =14

-\( A = 4)) n’est pas divisible par 3.
-\(A”™2 =16), qui n’est pas divisible par 3.
- La propriété reste cohérente.

Exemple 3: A =6



-\( A = 6) est divisible par 3.
-\(A"™2 = 36), divisible par 3.
- La propriété est confirmée.

Applications de cette propriéte

Connaitre cette propriété permet de simplifier et d’accélérer la résolution de nombreux problemes
en mathématiques. Voici quelques applications :

- Résolution d’équations diophantiennes : Lorsqu’on doit déterminer si une solution est possible, la
divisibilité de A% peut donner des indications sur A.

- Preuves mathématiques : La propriété est souvent utilisée dans la démonstration de théoremes liés
a la divisibilité.

- Factoring et simplification : Savoir qu’un carré multiple de 3 implique que le nombre lui-méme est
multiple de 3 permet de réduire le probléeme a une étape préalable.

Résume et conclusion

En résumé, nous avons démontré que si le carré d’un entier A, c’est-a-dire A?, est divisible par 3,
alors A doit nécessairement étre divisible par 3. La preuve s’appuie sur la contraposée, en utilisant
la propriété que si A n’est pas divisible par 3, alors A% ne peut pas 'étre. Cela repose sur la
classification des restes modulo 3 et sur la propriété que le carré d’un nombre n’est divisible par 3 si
et seulement si le nombre lui-méme est divisible par 3.

Cette propriété est une composante essentielle de la théorie des nombres et illustre la relation entre

......

d’aborder avec plus de confiance des problemes liés aux multiples, aux congruences, et a la
structure des nombres entiers.

En conclusion, la relation entre A et A? en termes de divisibilité par 3 est un exemple classique de la
fagon dont les propriétés des nombres entiers peuvent étre déduites a partir des restes modulo 3,
renforcant ainsi la compréhension des concepts fondamentaux en mathématiques.

Frequently Asked Questions

Comment peut-on prouver que si A? est un multiple de 3, alors
A l'est aussi ?

On utilise la propriété des nombres premiers : si un nombre premier p divise A?, alors p divise A. Ici,
p=3, donc si 3 divise A?, alors 3 divise A, ce qui montre que si A? est multiple de 3, alors A 1'est aussi.



Pourquoi la divisibilité de A? par 3 implique-t-elle la
divisibilité de A par 3 ?

Parce que 3 est un nombre premier. Si un nombre premier divise le carré d'un nombre, il doit aussi
diviser ce nombre. C’est une propriété fondamentale en théorie des nombres.

Quelle est la regle générale pour montrer que si p divise A?,
alors p divise A, pour un nombre premier p ?

La regle générale est que si un nombre premier p divise un carré A?, alors p divise A. Cela découle
du fait que la décomposition en facteurs premiers est unique, et si p? divise A?, alors p doit diviser A.

Comment utiliser la contradiction pour prouver que si A2 est
multiple de 3, alors A l'est aussi ?

Supposons que A? est multiple de 3 mais que A ne 1'est pas. En utilisant la propriété des nombres
premiers, cela mene a une contradiction, ce qui prouve que si A% est multiple de 3, alors A doit aussi
étre un multiple de 3.

Est-ce que cette propriété est valable pour tout nombre
premier p et tout entier A ?

Oui, cette propriété est valable pour tout nombre premier p : si p divise A?, alors p divise A. Elle est
fondamentale en arithmétique et en théorie des nombres.

Comment cette propriété permet-elle de démontrer la
divisibilité dans d’autres contextes mathématiques ?

Elle sert de base pour démontrer d’autres propriétés en divisibilité, notamment dans la factorisation
en nombres premiers, la preuve de certains théoremes et dans la résolution d’équations

......

meéme.

Additional Resources
Montrer Que Si A% Est Un Multiple De 3 Alors A Est Un Multiple De 3

L’étude des divisibilités est une pierre angulaire de la théorie des nombres, un domaine fondamental
en mathématiques qui explore les propriétés et relations des entiers. Parmi ces propriétés, la
relation entre un nombre et sa carré est particulierement intéressante. La déclaration "Montrer Que
Si A2 Est Un Multiple De 3 Alors A Est Un Multiple De 3" fait référence a une propriété essentielle
en théorie des nombres, souvent utilisée comme un exemple classique pour illustrer la logique et la
structure des nombres entiers.

Dans cet article, nous entreprendrons une exploration approfondie de cette déclaration, en
examinant ses bases théoriques, ses démonstrations formelles, son importance dans la



compréhension des propriétés des nombres premiers et ses applications dans divers domaines
mathématiques. Nous nous efforcerons aussi d’offrir une perspective historique, des exemples
concrets, et des implications plus larges, dans une démarche académique rigoureuse.

Introduction : La relation entre un nombre et sa carré

est vraie pour le carré d'un nombre, qu’en déduire sur le nombre lui-méme ? En particulier, la
propriété que sile carré d'un nombre est divisible par un certain nombre, alors le nombre lui-méme
est divisible par ce méme nombre, est un principe fondamental en arithmétique.

La déclaration formelle

La déclaration que nous étudions peut étre formulée ainsi :

> Si A? est divisible par 3, alors A est divisible par 3.

Ce résultat n’est pas seulement une curiosité, mais un exemple illustrant une propriété plus
générale : pour un nombre premier p, si p divise A?, alors p divise A. Cette propriété est souvent

......

la théorie des nombres.

Contexte historique et théorique

La genése de la propriété

L’origine de cette propriété remonte aux travaux de mathématiciens antiques, notamment Euclide,
qui a formulé les premieres notions de divisibilité et de nombres premiers dans ses Eléments. La
propriété spécifique que si p est un nombre premier et p divise le produit de deux nombres, alors p
divise au moins I'un d’eux, est connue sous le nom de théoreme du nombre premier.

Le role des nombres premiers

Ce théoreme, qui s’applique a tout nombre premier p, est crucial car il établit une relation directe

......

A, découle directement de ce théoréme et est souvent utilisée comme un exemple pour démontrer la
primalité et la structure des nombres.

Démonstration formelle : Montrer que si A? est un multiple de 3, alors A est un multiple de 3
Approche par la contraposée
Une méthode efficace pour établir cette propriété est d'utiliser la contraposée, qui stipule que :

> Si A n’est pas divisible par 3, alors A? n’est pas divisible par 3.



En prouvant cette assertion, on établira alors la proposition initiale par la logique formelle.
Etapes de la démonstration

1. Supposons que A n’est pas divisible par 3 : cela signifie que A n’est pas un multiple de 3. Par
conséquent, A appartient a '’ensemble des entiers qui ne sont pas divisibles par 3.

2. Représentations possibles de A : selon la division euclidienne, tout entier A peut s’écrire sous la
forme :

-A=3k+1,o0u
-A =3k + 2,

ou k est un entier quelconque.
3. Calcul du carré de A dans chaque cas :

-SiA =3k + 1, alors A2 = (3k + 1)? = 9k? + 6k + 1 = 3(3k? + 2k) + 1.
-SiA =3k + 2, alors A? = (3k + 2)? = 9k? + 12k + 4 = 3(3k? + 4k) + 1.

4. Analyse de la divisibilité de A par 3 :

- Dans chaque cas, A? = 3(m) + 1, ou m est un entier (respectivement 3k? + 2k et 3k? + 4k).
- Par conséquent, A2 = 1 (mod 3), ce qui signifie que A? n’est pas divisible par 3.

5. Conclusion : si A n’est pas divisible par 3, alors A? n’est pas divisible par 3.

Par la contraposée, cela implique que si A? est divisible par 3, alors A doit étre divisible par 3.

Signification et implications de la propriété
La propriété pour les nombres premiers

La propriété démontrée est une manifestation plus générale du théoreme de la primalité, qui stipule
que pour un nombre premier p :

> Si p divise A?, alors p divise A.

Ce résultat est essentiel pour :

- La preuve de la décomposition en nombres premiers.

- La compréhension de la structure multiplicative des entiers.
- La détermination de la primalité de certains nombres.

Extension a d’autres nombres premiers

Le méme raisonnement peut étre appliqué pour tout nombre premier p, en utilisant la méme
approche modulaire, ce qui montre la puissance et la généralité de cette propriété.



Applications dans la théorie des nombres et au-dela
Vérification de la divisibilité dans les algorithmes

- Algorithmes de test de primalité : La propriété est utilisée dans des algorithmes efficaces, comme
le test de Fermat, pour vérifier si un nombre est premier.

Résolution d’équations diophantiennes

nombres premiers joue un role crucial.
Cryptographie

- La sécurité de nombreux systemes cryptographiques repose sur la difficulté de factoriser des
grands nombres premiers, ou la compréhension des propriétés de divisibilité est primordiale.

Cas particulier : La propriété pour d’autres nombres premiers
La généralisation

- La propriété que si p? est divisible par p, alors p divise A, s’étend a tout nombre premier p, pas
seulement 3.

- La démonstration suit une logique similaire, basée sur la structure modulaire et la propriété
fondamentale des nombres premiers.

Limitations

- La propriété ne s'applique pas pour des nombres composés, car la divisibilité de leur carré ne
garantit pas la divisibilité du nombre lui-méme.

- Par exemple, si A = 6, alors A2 = 36, divisible par 6, mais 6 ne divise pas 36 uniquement par cette
propriété ; la propriété ne concerne que la divisibilité par un nombre premier.

Conclusion : L'importance de la propriété dans la théorie des nombres

La démonstration que si A? est un multiple de 3, alors A est un multiple de 3, constitue une piece
maitresse dans la compréhension de la structure des nombres entiers. Elle illustre comment la
divisibilité d'un carré impose des contraintes sur le nombre lui-méme, révélant une relation profonde
entre la nature des nombres premiers et leur influence sur la multiplicité.

Cette propriété, simple en apparence, posseéde un impact considérable dans la théorie des nombres,
notamment dans la caractérisation des nombres premiers, la résolution d’équations, la conception

d’algorithmes de test de primalité, et méme dans la cryptographie moderne.

En somme, cette exploration démontre que derriére une affirmation apparemment triviale se cache



une richesse conceptuelle, essentielle a la structure méme des mathématiques. La maitrise de telles
propriétés est indispensable pour tout mathématicien ou étudiant souhaitant approfondir la théorie
des nombres, et leur étude continue d’alimenter le progres dans ce domaine fondamental.
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Cet article a pour but d’offrir une compréhension approfondie et rigoureuse de cette propriété
fondamentale, en soulignant son importance, son contexte historique et ses applications modernes.
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